Dodatak: Naprezanja, Mohrove kruznice.

D.1 Ravnoteza. Unutarnje sile. Posmicna i normalna naprezanja.

Mehanika, tehnicka mehanika, otpornost materijala... discipline su ¢ije razumijevanje prethodi mehanici tla. Ovdje
se prikazuje niz primjera sa namjerom da se prizove intuitivno poimanje mirovanja i ravnoteze, te na ilustrativni
nacin ponovi niz pojmova: naprezanj, Mohrova kruznica... posve neophodnih za bilo kakovo bavljenje
mehanikom tla. Studentu se preporuc¢a da — ako je potrebno — konzultira biljeske sa predavanja ili potrebnu
literaturu.

Promatrajmo drveno tijelo oblika kvadra na glatkoj podlozi. Djelujmo silom na to tijelo.
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Tijelo se giba. Da bismo ga umirili, treba uravnoteziti silu.

F F

Na mjestu djelovanja sile, vlakanca su opterecena viSe nego susjedna, ali, zbog trenja medu vlakancima, ako je tijelo
dovoljno dugo, u srediSnjem su dijelu sva vlakanca jednako opterecena.
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Sila se prenosi kroz tijelo, kroz vlakanca. Promatrajmo unutrasnjost tijela, napregnutost vlakanaca.

Kao $to mirovanje tijela znaci ravnotezu sila koje djeluju na njega, tako i mirovanje pojedinih dijelova tijela znaci
ravnotezu sila koje djeluju na promatrani dio tijela.
Promatrajmo jedan zamisljeni presjek i dio tijela koji je njime odreden.
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Tu djeluje ista sila, F, ali rasporedena po svim vlakancima.
Srednju veli¢ina sile koja djeluje na jedinici povrSine promatrane plohe zovemo naprezanje:

(70 =Z

Uvod u mehaniku tla, Sonja Zlatovi¢ Udzbenik Tehni¢kog veleudéiliSta u Zagrebu, ISBN 953-7048-02-0




Naprezanja, Mohrove kruZnice.
D-2

U ovom presjeku, rezultantna sila okomita je (normalna) na presjek (i tla¢na), pa su naprezanja normalna (i to
tlacna). Rezultantna sila djeluje centri¢no, pa su, dovoljno daleko od ruba tijela na kome djeluje sila, naprezanja

jednoliko raspodijeljena. Kako tlo gotovo da ne prima vlacna naprezanja, u mehanici tla tlacni se naprezanja
smatraju pozitivnim.

Promotrimo neki drugi presjek, n-n, pod nagibom «. Rezultantnu silu, ovdje takoder veli¢ine F, obi¢avamo rastaviti
na dvije komponente: jednu okomitu (normalnu), N, i jednu paralelnu sa presjekom (posmicnu), T,. Presjek n-n
definiran je kutom « §to ga normala zatvara sa osi x.

n

Ne . F

F « Ou . F

v

U tom presjeku razlikujemo
okomito ili normalno naprezanje, omjer normalne komponente sile na presjek i povrsine presjeka,

N, Fcosa F , 2
o, = =—CoS  a=0,c08 &
A Alcosa A

a

posmicno ili tangencijalno naprezanje, omjer tangencijalne (posmic¢ne) komponente sile na presjek i povrSine
presjeka,

I, Fsina F . .
7, =—"—=———=—sinacosa =0, sinacosa
A A/cosa

a

Mijenjamo li nagib promatranog zamisljenog presjeka, kut @, mijenjaju se i vrijednosti normalnog i posmicnog
naprezanja u presjeku prema izvedenim izrazima.

X

D.2 Jednoosno stanje, izotropno stanje, O COS &

dvoosno stanje naprezanja.

Vrlo zanimljiv je, pokazuje se, graficki prikaz naprezanja u
koordinatnom sustavu o,z Uobicajeno je okomita ili normalna
naprezanja nanijeti na horizontalnu os, posmicne ili tangencijalne na
vertikalnu.

Ako je oy = F/A nanesen na horizontalnu os, hipotenuza trokuta kojemu
je kut — uz ishodiSte — ¢, oy cosa je duljina susjedne stranice.
Projiciramo li tu stranicu, duzinu 0X, na os o, dobivamo o) cosa
cosq, $to je vrijednost o,. Projiciramo li tu stranicu, duzinu 0.X, na os
7, dobivamo oy cosa sing, $to je vrijednost 7, Dakle, tocka X
predstavlja par o,, 7, par normalnog i posmi¢nog naprezanja u ravnini ¢.. Mijenjamo li kut ¢, to¢ka X, kao vrh
nasuprot hipotenuze, opisuje kruznicu. Tu kruznicu, kojoj svaka to¢ka odgovara jednoj ravnini — a obuhvacene su
ravnine svih nagiba — zovemo Mohrova kruznica.

2 0o
Oy COS” & = oy,
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Prikazani primjer predstavlja jednoosno stanje naprezanja. Skica pokazuje prizmu tla sa zadanim F/A u npr.
horizontalnoj ravnini, i trazenim naprezanjima u ravnini nagnutoj pod ¢:: ¢, 1 7, te odgovarajuéu Mohrovu

Op — maxo=oi A
Alcosa

Oy Ta

Promatrajmo prizmu tla sa jednakim normalnim naprezanjem, o3, na dvije okomite ravnine, posmi¢nih
naprezanja neka nema. Trazimo naprezanja u ravnini pod kutem o: o, i 7, Ravnoteza u
horizontalnom i vertikalnom smjeru implicira

o3y A sina/cosa + 1, cosa A/ cosa — o, sina A/ cosa =0
T A o3 A — t,sina A/ cosa — o, cosa Al cosa =0
iz ¢egaslijedi (o3 — o, ) sina + r,cosa =0; (o3 —o,)cosa — t,sina =0
iz Gegaslijedi (o3 —o,) (sina + cos’a) =0, 7, (sif’a + cos’a) =0
izcéegaslijedi o,=03 1 7,=0
Drugim rije¢ima, u svakoj su ravnini normalna naprezanja jednaki o3, a posmicni jednaki nuli.
Odgovaraju¢a Mohrova kruznica je tocka na mjestu (o3, 0).

7, =0

- )

03

Treci, op¢i slucaj “dvoosnog” opterecenja, mozemo prikazati kao zbroj prethodna dva slucaja: postoje
dvije okomite ravnine u kojima nema posmi¢nih naprezanja, okomita naprezanja u njima mogu se
prikazati kao o, u jednoj i oy =0y + 03 u drugoj. Pretpostavljajuéi linearnost, dobivamo vrijednosti
naprezanja na ravnini nagiba « :

o, =(01 —0») cos’a + oy = oy cosa + o, sinfa

7, = (01 —05 ) cosa sina

Odgovaraju¢a Mohrova kruznica, prikazujuci zbroj stanja naprezanja, predstavlja kruznicu iz prvog
slucaja, koja je translatirana za o;.

Ta

minoc=o;

03
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Naprezanja, Mohrove kruZnice.

D.3 Mohrova kruznica. Pol Mohrove kruznice.

Jedna Mohrova kruznica, dakle, graficki prikazuje naprezanja u jednoj tocki prostora i vremena. Svaka tocka
Mohrove kruznice odgovara jednom smjeru tj. jednoj ravnini u toj promatranoj tocki prostora. Obratno, svakoj
ravnini promatrane tocke odgovara jedna tocka Mohrove kruznice, tj. jedan par naprezanja o, 7.

Korisno je uociti postojanje pola Mohrove kruZnice: paralela promatranoj ravnini u prostoru, povucena kroz pol
Mohrove kruznice, sijece Mohrovu kruznicu u tocki o, 7koja odgovara naprezanjima u promatranoj ravnini.

Rotiranje tijela zajedno sa optere¢enjem koje djeluje na njega ne mijenja Mohrovu kruznicu, ali mijenja polozaj pola
Mohrove kruznice.

Pol Ao 1
Mohrove
kruZnice
P

Ta

Alcosa

Oq

D.4 Trag naprezanja. Srednje naprezanje i devijator naprezanja.

Pratimo li procese promjene naprezanja, trebao bi nam niz od beskona¢no mnogo Mohrovih kruznica. U takvim je
slucajevima u mehanici tla uobicajeno crtati samo vrh Mohrove kruznice, tocku koja odgovara srednjem
normalnom naprezanju i najve¢em posmi¢nom. Krivulju koja se sastoji od tih tocaka zovemo tragom naprezanja
(stress path). Ponekad se tako zove i promjena naprezanja, ne samo njen graficki prikaz.

Mohrova kruznica je prikaz naprezanja u jednoj ravnini. Zato pregledno opisuje naprezanja ako se radi o
ravninskom stanju naprezanja ili o ravninskom stanju deformacija — kad nije bitan utjecaj naprezanja u ravnini
okomitoj na ravninu u kojoj se dogada deformiranje. Tre¢a dimenzija moze se dodati crtanjem Mohrovih
kruznica za tri koordinatne ravnine: najces¢e jednu horizontalnu i dvije okomite vertikalne ravnine. Te se
Mohrove kruznice po dvije dodiruju na osi normalnih naprezanja — jer su oni zajednicki za po dvije okomite
ravnine.

Proracun naprezanja zahtijeva jednostavnije parametre. NajceS¢e su u uporabi dva parametra koji, pokazalo se,
najpotpunije opisuju naprezanja u tlu na jednostavni nacin. To su srednje naprezanj i devijator naprezanja. Pri
tome postoje dva razli¢ita para definicija u geotehnici. U novije vrijeme ¢eScée se radi sa slijede¢im veli¢inama:

¢ srednje naprezanje (mean stress)  p=(on + 0, +0.)3=(c +0+03)/3
¢ devijator naprezanja  (deviator stress),
q= [[(Gxx’ayy )2 + (O,-vy'o-zz )2 + (azz’axx )2]/2 + 3( zzxy—i_ zzxy—i_ zzxy)]]/z
§to je najcesce jednako

q=(0i - 03)
U vaznoj literaturi mehanike tla radi se sa dvije druge veli¢ine istog naziva:
¢ srednje naprezanje  (mean stress) s = (o1 o) /2, $to se ponekad takoder pise p,

¢ devijator naprezanja  (deviator stress),  t= (o, — o) /2, §to se ponekad takoder pise g,
Par s,¢ predstavlja vrh Mohrove kruznice i opisuje trag naprezanja pri promjeni stanja naprezanja.
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D.5 Preporucljiva literatura:
l. Despot, Z. biljeske predavanja Tehnicka mehanika
2. Simié, V., 1992, Otpornost materijala I, Skolska knjiga, Zagreb
3. Nonveiller,E., 1990, Mehanika tla i temeljenje gradevina, Skolska knjiga, 823 str
4. ... ostala dostupna literatura iz podrucja tehnicke mehanike, otpornosti materijala ili cvrstoce

D.6 Zadaci

D.6.1 Mohrova kruznica za uzorak tla opterecen prvo izotropno, potom dodatno
aksijalno

Uzorak tla promjera je 5 cm i visine 10 cm. Tijekom ugradnje u troosni uredaj (koji se opisuje detaljnije u poglavlju
o Deformabilnosti i ¢vrstoci tla), da se zastiti od nepovoljnog poremecivanja, uzorak se izvana zastiti mekanom i
tankom nepropusnom membranom, te se opterecuje (a) izotropno, sa naprezanjom o, = 20kPa. Zatim, nakon
zatvaranja uzorka u celiju, Celija se ispuni vodom, te se namece optereCenje na c¢elijsku vodu, koja izotropno
opterecuje uzorak. Opterecenje se postepeno povecava na (b) oz = 200 kPa, $to je srednja vrijednost naprezanja u tlu
na mjestu vadenja uzorka. Da bi se ispitala deformabilnost datog tla uslijed gradnje, uzorak se potom (¢) dodatno
opterecuje aksijalnim vertikalnim opterecenjem, sve do sile od 2 kN. Treba iscrtati odgovaraju¢e Mohrove kruznice.

Ako je uzorak dobro pripremljen (reconstituted specimen) ili bez znatnog poremedivanja izrezan iz tla koje
zelimo ispitati (unsdisturbed specimen), te ako je bez znatnog poremecivanja transportiran i ugraden u uredaj za
ispitivanje, te ako je uzorak homogen, i sprijeCi se trenje na granicama uzorka, takoder i stanje naprezanja i
deformacija homogeno je u cijelom uzorku. Obzirom na veli¢inu nametnutog optere¢enja, vlastita tezina uzorka
zanemariva je.

(a)
Stanje naprezanja je izotropno, sva naprezanja u uzorku tla samo su tlaéni, i svi su jednaki o = 20 kPa. Mohrovu
kruznicu predstavlja tocka na osi g, gdje o= oy = 20kPa.

60

20; 0 200; 0 o
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(b)

Ako je poveéanje opterecenja dovoljno sporo da deformiranje uzorka bude homogeno, sva naprezanja u uzorku — u
svim smjerovima — kontinuirano se povecavaju, od o= oy = 20 kPa, do o= o3 = 200kPa. U svakom trenutku,
Mohrova kruznica je tocka na osi, od o= o3 = 20 kPa, do o= 03 = 200kPa. U Mohrovom dijagramu iscrtane su
pocetna i krajnja Mohrova kruZznica, te trag naprezanja duz osi o.

(c)
Pri dodatnom aksijalnom vertikalnom opterecenju, horizontalna naprezanja u uzorku ostaju nepromijenjeni, a
vertikalni se povecavaju. Mijenjaju se takoder i ostala naprezanja, u ostalim smjerovima tj. presjecima.
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Za konacno stanje, gdje sila je 2000 N, dodatno vertikalno naprezanje, ili devijator naprezanja, izraCunamo iz
vrijednosti sile i popre¢nog presjeka
(5cm/2)**m = 20cm*:
Ao = (2000 N) / (20cm?) = (2 kN) / (20* 10™* m?) = 10°*"* kN/m? = 10* kPa = 100 kPa
Ako nema trenja ni na vertikalnim ni na horizontalnim plohama, horizontalna i vertikalna naprezanja su glavna
naprezanja, tj. najmanje i najvece naprezanje.
Dakle, vertikalna naprezanja, na horizontalnim ravinama, maksimalno naprezanje u tom uzroku, jednaki su
o1 = 03 +Aoc =200kPa + 100 kPa =300 kPa
Horizontalna naprezanja, na vertikalnim ravninama, minimalna naprezanja u tom uzorku, jednaki su
o3 =200 kPa
Mohrovu kruznicu crtamo izmedu te dvije tocke. Srediste Morove kruznice je na osi o, u
(o1 + o3) / 2 = (300kPa + 200kPa) / 2 = 250 kPa
Radijus Mohrove kruznice jednak je
Ac/2=100kPa/2=50kPa
U Mohrov dijagram ucrtan je i trag naprezanja tijekom nanosenja dodatne vertikalne sile.

60

40 |

Pronadimo pol Mohrove kruznice. Horizontalno naprezanje, o3 djeluje u vertikalnoj ravnini, pa povucimo vertikalni
pravac kroz toc¢ku (200;0) u Mohrovom dijagramu. Vertikalno naprezanje, oy djeluje u horizontalnoj ravnini, pa
povucimo horizontalni pravac kroz tocku (200;0) u Mohrovom dijagramu. Pol Mohrove kruZnice je u sjecistu ta dva
pravca, u tocki (200; 0). Trazimo li naprezanja u bilo kojoj ravnini promatranog elementa tla, povu¢emo toj ravnini
paralelni pravac kroz pol Morove kruznice i o¢itamo (o, 7). Na primjer pod kutem od 30° prema horizontali,
oc¢itavamo o= 275 kPa; t =+ 43 kPa. Pod kutem od 60° prema horizontali, o¢itavamo o= 225 kPa; t =+ 43 kPa.
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D.6.2 Mohrova kruznica za zarotirano opterecenje

Pretpostavimo da uzorak iz proslog zadatka, zajedno sa opterec¢enjem, zarotiramo za 30°. Sli¢no ¢e u tlu, za vrijeme
gradnje, opterec¢enje na uzorak rasti, vertikalne i horizontalne ravnine ne¢e nuzno biti bez posmi¢nih naprezanja.

4 :

60 -
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Ocitajmo sad naprezanja u horizontalnim i vertikalnim ravninama:
Kroz pol Mohrove kruznice povlac¢imo paralelu trazenoj ravnini, horizontalu, i o¢itavamo:

o= 225kPa
7= 43 kPa
Kroz pol Mohrove kruznice povlac¢imo paralelu trazenoj ravnini, vertikalu, i o€itavamo:
o= 275kPa
7= 43 kPa.

Jednako moZzemo oéitati naprezanja i u bilo kojoj drugoj ravnini, ili mozemo iz veliine naprezanja odrediti smjer
ravnine.
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