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XIV. PREDAVANJE

Nacelo ravnoteZze harmonijskih ¢lanova. Inherentna pribliZznost rjesenja. Duffingova diferencijalna jednadzba.
Odredivanje osnovnog harmonijskog ¢lana rjeSenja. Grafi¢ki postupak. Konzervativni odziv. Nekonzervativni
odziv. Nestabilno podrué¢je amplitudne karakteristike. Histereza. Ostali harmonijski ¢lanovi rjesenja. Kaoti¢no
ponasanje. Simetri¢no periodicko rjeSenje. Nesimetricna periodicka rjeSenja. Utjecaj pocetnih uvjeta. Uvjeti
postojanja istosmjerne komponente toka u nelinearnom induktivitetu.

14. NELINEARNE IZMJENICNE MREZE

Odredivanje tipa periodickog rjeSenja jest najteZi dio
zadace analize mreZa u kojima postoje nelinearni elementi
karakteristike kojih se mogu aproksimirati odsjeccima
pravaca i kod kojih prijelaz s jednog odsjecka pravca na
drugi ovisi samo o wuvjetima vanjskog kruga.
Karakteristi¢ni primjeri takvih mreza su mreze s diodama,
nelinearnim induktivitetima i kapacitetima.

Odredivanje tipa periodickog rjeSenja moze se izbjeci
ako se odustane od prikaza karakteristika nelinearnih
elemenata odsjeccima pravaca te se umjesto toga primijeni
neka nelinearna aproksimacija. Tada je mreZa opisana
nelinearnim diferencijalnim jednadZbama i jedino vaZno
pitanje jest mogu 1li se tako dobivene diferencijalne
jednadzbe rijeSiti. Pri tome ¢emo obi¢no biti zadovoljni i
pribliznim rjeSenjem. Metoda za dobivanje pribliznih
rjeSenja ima mnogo. Jedna od najvaznijih osniva se na
nacelu ravnoteZe harmonijskih ¢lanova.

14.1 NACELO RAVNOTEZE HARMONIJSKIH
CLANOVA

Pretpostavimo nelinearnu mrezu na koju djeluje
Jjednoharmonijski poticaj oblika

x()=X, cosw;t+X ; sinw;t

i koja je po varijabli odziva y(t) opisana nekom
nelinearnom diferencijalnom jednadzbom. Buduéi da je
mreZa nelinearna to se u odzivu pojavijuju nove frekvencije
i kao rjeSenje mozemo ocekivati valni oblik odziva
odreden izrazom

m m
y(t) = ZYCk Ccosw, t + ZYSk sinw,t ; 0
k=1 k=1

Uvrstimo ovo pretpostavljeno rjeSenje u polaznu
nelinearnu diferencijalnu jednadZbu i sve njene ¢Elanove
izrazimo s pomoc¢u sume harmonijskih ¢lanova. Polazna
diferencijalna jednadZba prelazi u oblik

m m n n
ZAck cosmyt +ZAS,( Sin@f“‘chk cosaj(t+ZBSk sinajs =
k=1 k=1 k=1 k=1

=X, cos@t+ X sinot; o * ()

Koeficijenti B, 1 By pojavljuju se zbog postojanja
nelinearnih ¢lanova u polaznoj diferencijalnoj jednadZbi.
Koeficijenti A i Ay ovise o svim pretpostavljenim, ali jo§
neodredenim amplitudama ¥, iY, ., k =1,2,..m, §.

AL‘k = fk (YACI,..., YAL.m;YASl,..., Asm)
Ask =8k (YACI""’YAcm;ivl""’?vm)

UravnoteZenjem harmonijskih ¢lanova u jednadzbi (2)
dobivamo :

Vk #1

. (3
Asl = Xsl

Ack =0 > Ask =0
Acl:)’(\

e 3
Izrazima (3) odreden je sustav od 2m algebarskih
jednadzbi u 2m nepoznanica Y, iY, , k=1,2,..m. RjeSenje
je priblizno. Koeficijenti B, i By, ne mogu se uravnoteZiti
bududi da nisu bili pretpostavljeni u rjeSenju (1)!

PokaZimo primjenu ove metode na primjeru nelinearnog
izmjeni¢nog LC-kruga.

142 OSNOVNI HARMONIJSKI CLAN RJESENJA
(G. Duffing, 1918.)

Razmotrimo krug sheme spoja prema slici 14.1 napajan
iz jednoharmonijskog naponskog izvora

ut)=U,coswt + U sinw;t

Induktivitet je nelinearan, karakteristike

iLZLL¢+a¢3 i Ly>0, a>0
0

) C
e ~
I

© 4 4

S1.14.1 Analizirani krug.

Uzevsi u obzir da je
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w=up +48 i e ;o4 -
dt dt @)
_Lde 1 ap?
Rd L,

dobivamo tzv. Duffingovu diferencijalnu jednadzbu

2
% +2a% +@@+he’ =U, cosot —aU, sinat (5)
t

! a

— 3 h=—>0.
LC C

.. 1 2
dieje: 2a=——>0; W) =
e RC 0

Rjesenje jednazbe (5) trazimo u obliku
Q= d%l cos w,t (6)

$to uvrsteno u (5), te uzevsi u obzir da je
3 3 1
cos” oyt = ZCOS ot + ZCOS 3wt

dovodi do izraza
- (012@l cosmyt — 2&'(01(131 sin @yt + a)gél cosmyt +
3.4 1, -
+—hd313 cosayt + —h¢13 cos3wyt =
4 4
=wU,cosaoyt — U, sinwjt

U skladu s nacelom ravnoteze harmonijskih ¢lanova
vrijedit ¢e

c

Ako se amplituda poticaja prikaZe u obliku

dobivamo iz (7) odredbenu jednadZbu za amplitudu odziva
D, 1.

S% (@), D)) + 4’ 0} D = X * (8)
gdje je

S(@,,®,) = (05 — o} )P, +%hd313

VAZNO : Pribliznost rjeSenja je ocigledna, buduéi da
nismo mogli uravnoteZiti ¢lan uz cos3 @ ¢!
14.2.1 Konzervativni odziv

Pretpostavimo li konzervativni odziv, tj. =0, jednadzba
(8) poprima oblik

S(w,,®,) =X

odnosno moze se napisati u obliku
PRI NS 3,43
i =@ —0g)P +X ; y, =Zh¢1 V1=

i tada rijeSiti graficki kako je pokazano na slici 14.2.
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S1.14.2  Odredivanje amplitude odziva qSl pri zadanoj amplitudi

poticaja X i promjenljivoj frekvenciji poticaja @.

OpaZamo :
a) Zaw=0= 431 # 0, $to je naravno nefizikalni rezultat.

b) Za @ = ay dobivamo da je unato¢ « = 0 amplituda
titraja konac¢na i iznosi

qﬁl\a,l:% =3/4X /3n 9)

U linearnom bila bi
beskonacna!

c) Za frekvencije @ > @, dobivaju se tri rjeSenja.

svijetu amplituda titraja

2

S1.14.3.

Amplitudna karakteristika kruga uz 4 # 0 i linearni
slucaj h = 0.
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14.2.2 Nekonzervativni odziv

Uzmemo li u obzir guSenje u krugu (a # 0), to ¢e

amplitudne karakteristike za dvije vrijednosti poticaja X
izgledati kvalitativno kao na slici 14.4. Pretpostavimo da

&V 4

S1.14.4  Kvalitativni izgled amplitudnih karakteristika za o. # 0 1
dvije vrijednosti amplitude poticaja X, > X, .

se pri fiksnom faktoru guSenja « i frekvenciji @ poveca
poticaj sa ﬁlna )22, tj. tako da je AX =)?2—)21 > 0.
Intuitivno je jasno da ¢e u svakom stabilnom sustavu
povecanje poticaja pratiti povecanje odziva, tj. za

AX >0 = A‘él‘ >0
dok ¢e smanjenje poticaja pratiti smanjenje odziva, tj. za
AX <0 = A‘@l‘ <0

No, na slici 14.4 opazamo da postoji segment amplitudne
karakteristike oznaCen na slici 14.5 sa AC, za koji vrijedi

A

2

nestabilno
stanje

S1.14.5 Pojava petlje histereze.

AX >0 = A‘éﬁl‘<0 JAX <0 = A‘él‘>0

Sto je odlika nestabilnih sustava. U podrucju frekvencija
(@], @]), amplituda odziva | P, | moZe se nalaziti ili na
segmentu DA ili na segmentu BC ovisno o tome je 1i pri
ispitivanju povecavana ili smanjivana frekvencija .
Karakteristika opisuje petlju histereze.

Mjesta skokova A i C dobivaju se iz uvjeta

ﬂ=o<> odnosno d(i)l 0.
dw,

Derivirajuéi izraz (8), te uz pretpostavku da je & << @
dobivamo jednadzbe za odredivanje mjesta skokova, kako
je pokazano na slici 14.6.

A

?, A -

7
/ 7’
i
@y (o]
S1.14.6 Prikaz mjesta skokova.

3

f1(w1»¢312)= 5‘)12 _Wg _Zhélz =0

fol@,, d}) =0} — o} —%h@f =0

VAZNO: Ako se u izrazu (8)

fiksira frekvencija, kao Sto je to uobiCajen slucaj u
elektroenergetici, a mijenja se amplituda poticaja X ,
dobiva se kvalitativan prikaz karakteristike kao i skoka kao
Sto je to prikazano na slici 14.7.
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T skok
skokl

«histereza X

S1.14.7  Pojava petlje histereze uz stalni faktor gusenja «i
stalnu frekvenciju poticaja .

14.3 OSTALI HARMONIJSKI CLANOVI RJESENJA
14.3.1 Nadharmonijski ¢lanovi
Rjesenje iz prethodnog zadatka je priblizno, bududi da

nismo mogli uravnoteZiti ¢lan uz cos3 @yz. Pretpostavimo s
toga rjeSenja u obliku
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(0:(131 cosa)lt+QA53 cos 3wt (10)

te, jednostavnosti, radi uzmimo da je =01 U . =0.
Uvrstenjem (10) u (5) i izjednacavanjem harmonijskih
¢lanova istih frekvencija dobivamo

a) ¢lan uz cosmt :

(wg_wbél+%héf+%mﬁéﬂél+m@)=i
b) ¢lan uz cos3 ayt :
2 MG 23083+ L2 b

odakle se dobivaju &, i, Bitno je uotiti da je i ovo
rjesenje pribliZno, buduéi da se nakon uvrStenja izraza (10)
u (5) dobivaju i ¢lanovi uz cosS ayt, cos7 @yt i cos9wt koji
se ne mogu uravnoteziti.

14.3.2 Podharmonijski ¢lanovi

Pokazimo da je wu promatranoj mrezi mogué
podharmonik reda 1/3. Uz = 0 i U, = 0, diferencijalna

jednadzba (5) moZe se napisati u obliku

d’e 3_ 9 C
7+a)0(p+h(p = X cos3ax ; @ =3®

Ako se u rjeSenju ocekuje samo podharmonijski clan
¢ = & cos ot , dobivamo
24 2.4 £33 1
- " Pcosax + @wyPcosax + hd (Zcosa)t+zcos3a)t) =
= X cos3ar

§to nakon izjednaCenja harmonijskih
odredbene jednadZbe

¢lanova daje

(—* +a)§)d3+%h¢33 =0

Lydr =%
4

odnosno:

3

d=4X/h ; a)2=w§+zhi§2

Y

Opazamo da, ako su u krugu zadovoljeni uvjeti (9), titraji
se mogu posti¢i samo na podharmonijskom clanu
frekvencije tri puta manje od frekvencije poticaja.

14.3.3 Opéi slucaj

U promatranom krugu u stvarnosti istodobno se
pojavljuju i nadharmonijski i podharmonijski €lanovi. Ovaj

problem jos je nerijesen. Za podharmonijske se titraje zna
da njihova pojava ovisi o pocetnim uvjetima.

VAZNO: Nacelo ravnoteZe harmonijskih ¢lanova pokazuje
koji se harmonijski ¢lanovi mogu pojaviti u rjeSenju, ali ne
i to postoje li oni stvarno. Da bi odredeni harmonijski
¢lanovi postojali u rjeSenju, te komponente rjeSenja moraju
biti stabilne.

Napomena: Za promatrani krug sheme spoja prema slici 14.1
zna se da je najjednostavniji krug potican
jednoharmonijskim signalom koji pri odredenim
vrijednostima amplitude poticaja iskazuje kaoti¢no
ponasanje. Predkaoticno ponaSanje karakterizira
proces udvostrucavanja periode (pojava
podharmonijskih parnih ¢lanova), tzv.
Feigenbaumov put u kaos.

144 O PERIODICKIM RJESENJIMA
NELINEARNIH IZMJENICNIH MREZA

Neka se svojstva periodickih ustaljenih stanja
(periodickih rjeSenja) mogu otkriti izravno iz jednadZbi
koje opisuju razmatrane mreZe. PokaZimo to na primjeru
nelinearnog izmjeni¢nog kruga sheme spoja prema slici
14.1.

U jednadZbama koje opisuju zadani krug zgodno je kao
varijable odziva (rjeSenje) upotrijebiti neprekinute
varijable. To su napon na kapacitetu uc(t) i s obzirom da
je induktivitet nelinearan, tok ¢(f). U skladu sa (4), uz
pretpostavku da je u = U cos wr, proizlaze ove jednadZbe :

a9 —up +U cosax
dt 1 1 (12)
Uc A
=—(Ucosat—uc)+—
dt RC( te) C 1@

gdje je sa i; = fly) oznaCena nelinearna karakteristika
induktiviteta. Dodatno pretpostavimo da je karakteristika
f(p) neparno simetri¢na, tj. da je

AP =—f-9)

14.4.1 Simetri¢no periodi¢ko rjesenje

Iz jednadZzbi (12) proizlaze dvije vrste simetrije
periodickog rjeSenja. Prva simetrija je periodicnost.
Zamjenom

P> @ uc—>ue s t=>t+T

gdje je T=2w/ wperioda rada izmjeni¢nog izvora, jednadzbe
(12) ostaju nepromijenjene. Prema tome, ako je [@(1),uc(?)]
rjeSenje kruga, onda je i [@(t+T),uc(t+7)] takoder njegovo
rjesSenje.
Druga
Zamjenom

vrsta simetrije je mneparna simetri¢nost.

O =@ s uc > —ue ;t=>t+T/2



64 14. Nelinerane izmjenic¢ne mreZe

jednadzbe (12) poprimaju oblik

i(—(p) =—(-uc)+ U cos a(t+T/2)

dt 13
d 1 [A ] 1 (13)
E(—Mc) —R—C UCOSC()(I"FT/Z)—(—MC) "rEf(—(D)

Budué¢i da je Ucosa)(t+T/2) =—Ucosar,te da je
f-p) = (@), to ¢e sustav jednadzbi (13) biti jednak
sustavu jednadzbi (12).

Proizlazi da ako je [¢(?), uc(?)] rjeSenje kruga, onda je i
[~@(t+T/12), —u(t+T/2)] takoder njegovo rjesenje.

14.4.2 Nesimetri¢na periodi¢ka rjesenja

Pretpostavimo da je rjeSenje kruga [¢(f) — Dy, uc(?)].
Zamijenimo li

- > —0—-P) s uc>-uc ;t=>t+7/2

opazamo da ¢e oba sustava jednadZbi biti jednaka ako je
Ao —Dy) = — f(—p —Dy) Sto se lako vidi da je tocno iz
slike 14.8.

Proizlazi da postoje dva nesimetricna periodicka rjesenja:

lo()-Dyuc ] i [ot+T12)~Dy~uc (t+712)]

To je i logi¢no budu¢i da je za @) # 0 karakteristika
nelinearnog induktiviteta nesimetrina i to tako da su
moguce dvije nesimetri¢ne karakteristike, jedna za @, > 0,
druga za @, < 0. Koja ¢e se od njih stvarno realizirati
ovisi o pocetnim uvjetima. Eksperimenti pokazuju da se
jedno od nesimetri¢nih periodi¢kih rjeSenja dobiva
povecavanjem amplitude poticaja nakon skoka, slika 14.7.

f((/’-¢0)f
flp+ay) '

S1.14.8 Uz dokaz da je f(¢— D) =—f (— ¢— D).

Obi¢no se smatra da je za postojanje istosmjerne
komponente toka induktiviteta nuZan uvjet postojanje
istosmjerne komponente struje kroz induktivitet. To nije
to¢no! Protuprimjer je analizirani krug sheme spoja prema
slici 14.1. Koriste¢i Kirchhoffove zakone za srednje
vrijednosti lako vidimo da zbog I-(0)=0 i U, (0)=0
nelinearnim induktivitetom moZe te¢i samo izmjeni¢na
struja. Unato¢ tome, istosmjerna komponenta toka @20
postoji. Razlog je u tome §to istosmjerna komponenta toka
moZe biti stvorena i ako u struji induktiviteta osim
osnovnog harmonijskog ¢lana postoji barem jedan parni,
bilo podharmonijski, bilo nadharmonijski ¢lan. U
analiziranom primjeru, zbog nelinearnosti induktiviteta,
upravo se i to dogada. Povec¢avanjem amplitude napona
poticaja prvo se pojavljuju parni nadharmonijski ¢lanovi a
zatim 1 parni podharmonijski ¢lanovi kao predznaci
kasnijeg kaoti¢nog ponasanja.



