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XIX. PREDAVANJE

Svojstvo linearnosti. Svojstvo vremenske nepromjenljivosti. Izomorfnost odziva i poticaja. Dovoljnost analize
prisilnih odziva. Skokovni odziv. Pojam funkcije jedini¢nog skoka. Stepenicasti poticaj. Pojam funkcije skoka.
Prisilni odziv na stepenicasti poticaj. Aproksimacija funkcije poticaja zbrojem funkcija skoka. Razni oblici Du
Hamelovog integrala. Uzimanje u obzir diskontinuiteta u valnom obliku poticaja. Impulsni odziv. Definicija
jedini¢nog impulsa. Svojstvo uzorkovanja jedinicnog impulsa. Impulsni odziv kao derivacija skokovnog odziva.
Dva oblika konvolucijskog integrala. Veza izmedu opée analize linearnih vremenski nepromjenljivih mreza u
vremenskom i frekvencijskom podrucju.

VI. LINEARNE VREMENSKI NEPROMJENLJIVE MREZE

Svaka mreZa u kojoj su svi pasivni elementi mreZe linearni i vremenski nepromjenljivi naziva se linearnom vremenski
nepromjenljivom mreZom.
Svojstvo linearnosti nam kazuje da je ovisnost odziva o poticaju linearna. Primjerice, ako poticaj u,(¢) uzrokuje odziv

i,(t),apoticaj u,(t) odziv i,(t), dakle ako
u, (1) =1i,() ; u, (1) =i, (1)
tada vrijedi da
om, (1) + ﬂ”z @)= a )+ ﬂiz ®)

gdjesu a i [ neke realne konstante.

Svojstvo vremenske nepromjenljivosti nam kazuje da valni oblik odziva ne ovisi o trenutku ukljucenja poticaja. Dakle,
ako
u(t) = i)
onda vrijedi da
u(t—x) = i(t—x)

Na osnovi izloZenih svojstava proizlazi da u svakoj linearnoj vremenski nepromjenljivoj mreZi u ustaljenom stanju u
odzivu postoje samo one frekvencije koje postoje i u poticaju. Ova se Cinjenica Cesto izriCe i na ovaj nacin: U svakoj
linearnoj vremenski nepromjenljivoj mreZi u ustaljenom stanju odziv i poticaj su izomorfni.

U poglavlju 7.2 uveden je pojam potpunog odziva i njegovih komponenata : slobodnog i prisilnog odziva. NaglaSeno je
da je svaka od komponenata potpunog odziva linearna funkcija pripadnog poticaja. Takoder, u poglavlju 9.1 pokazano je
da se u nekim vrstama istosmjernih krugova prisilni odziv moZe interpretirati kao posebni slu¢aj slobodnog odziva.

Opéenito to ne vrijedi. StoviSe upravo zakljuéak suprotan tome jest istinit. Naime, slobodni odziv se uvijek moZe
interpretirati kao posebni slucaj prisilnog odziva za neku linearnu mreZu na istosmjerne poticaje. Nenulti pocetni uvjeti
uvijek se mogu shvatiti kao naponski izvori u seriju s kapacitetima odnosno kao strujni izvori paralelno induktivitetima.

Zbog toga je pri analizi linearnih mreza dovoljno analizirati samo prisilne odzive, ukljucivsi obavezno i istosmjerne
poticaje, na temelju ¢ega moZemo odrediti potpune odzive promatranih mreza.

19. SUPERPOZICIJSKI INTEGRALI

19.1 SKOKOVNI ODZ1V 0 (<—¢
Skokovni odziv je prisilni odziv mreZe na koju je narinut St = LH_l —_e<t<e
poticaj u obliku funkcije jedinic¢nog skoka. e 2

1 tze

19.1.1 Definicija funkcije jedini¢nog skoka
(O. Heaviside, 1887.) . .. e .

a & je po volji malen pozitivni broj.

Funkcija jedini¢nog skoka (step funkcija) obi¢no se

¥ . g S() S(t)
oznacava sa S(¢) i definira se kao

S(t) =1im5 (1) (1) /

gdje je funkcija S(r) dana izrazom

S1. 19.1 Uz definiciju jedini¢nog skoka.
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Jedini¢ni skok Cesto se i izravno definira kao funkcija

Sm:{(} t<=0

t>+0 @

Jedini€ni skok pomaknut po vremenskoj osi, slika 19.2,
definira se kao funkcija

< y—
seo-{ 81 o

S
7

0l X t
S1. 19.2 Vremenski pomak jedini¢nog skoka.

19.1.2 Odziv na stepenicasti poticaj

Pod stepenicastim poticajem smatramo svaki poticaj koji
u odredenim vremenskim intervalima zadrZava stalne
vrijednosti. Vrijedi:

Ako znamo skokovni odziv s(¢) neke mreZe, onda znamo
prisilni odziv te mreZe na bilo koji stepeniéasti poticaj.

PokaZimo istinitost ove tvrdnje na primjeru prikazanom na
slici 19.3. Opazamo da se zadani stepenicasti poticaj moZe
prikazati kao zbroj funkcija skoka

u(t)= AS(t) —(A—B)S(t —1,) —(B+C)S(t —1,) +
+CS(t—13)

un
.
1 |B
: b 13
14 C t
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S1. 19.3  a) Primjer stepeniCastog poticaja.
b) Prikaz zadanog stepenicastog poticaja s pomocu
zbroja funkcija skoka.

Pritom pod funkcijom skoka oS(t) smatramo funkciju

jedinicnog skoka pomnoZenu s nekim realnim brojem
a+l.

Analizirana mreZa je linearna, dakle vrijedi svojstvo
homogenosti (odsjeCak 2.2.2). To zna¢i da primjerice
vrijedi

AS(t) = As(t)

Takoder, mreza je vremenski nepromjenljiva, tj. valni
oblik odziva ne ovisi o trenutku ukljucenja poticaja. Zbog
toga vrijedi primjerice da je

CS(t—1,) = Cs(t—t5)

Osim svojstva homogenosti svaka linearna mreZa iskazuje
i svojstvo aditivnosti tako da moZemo odmah napisati izraz
za valni oblik odziva (struje) u nasem primjeru. Proizlazi

u(t) = i(t) = As(t)— (A= B)s(t —t,) — (B+ C)s(t —1,) +
+Cs(t—1t;)

Uoc¢imo da istinitost polazne tvrdnje o odzivu na
stepeniCasti poticaj ovisi samo o istinitosti tvrdnje da se
svaka stepeniCasta funkcija moZe shvatiti kao zbroj
funkcija skoka a to o¢igledno uvijek vrijedi.

Zaklju¢ujemo da ako znamo skokovni odziv
mreZe onda stepeniCasti poticaj zadan izrazom

s(t) neke

ut)=Y a,Sk-1,)

k=0

uzrokuje odziv valnog oblika
i)=Y aslt-1)

k=0

gdje je n - broj intervala u koji je razdijeljena stepenicasta
funkcija poticaja.

19.1.3 Odziv na poticaj po volji (Du Hamel, 1833.)

Ako znamo skokovni odziv s(f) neke mreze, onda znamo
prisilni odziv te mreZe na bilo koji poticaj.

Ova je tvrdnja istinita ako se pokaZe da se valni oblik
bilo kojeg poticaja moZe prikazati kao zbroj funkcija
skoka. PokaZimo to na primjeru, slika 19.4. Na temelju
zadane funkcije u(f) tvorimo novu stepenicastu funkciju
u(t) kojom aproksimiramo zadanu funkciju. U nekom

slika 19.4,
definirana je izrazom

trenutku 1, stepeniCasta funkcija u(t)

(1) = u(0) - S(t) + [u(Ax) — u(0)]- $(t — Ax) + -+
+[u(x+ A) —u(x)]- St —x— Ax) +---+
+[u@) —u@ - a0))- S -1)
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S1. 19.4 Tvorba stepenicaste funkcije u(f) na temelju zadane
funkcije poticaja u(t) .

odnosno u kompaktnijem obliku

1—Ax
a(t) =u(0)S() + Z[u(x+ Ax) —u(x)]S(t - x — Ax)

x=0

Pretpostavimo sada da je poznat skokovni odziv
promatrane mreZe, $to znaci da poticaj S(f) uzrokuje odziv
s(f). Ovo =zna¢i da zbog linearnosti i vremenske
nepromjenljivosti promatrane mreZe poticaj u(¢) uzrokuje

odziv (1), tj.
_ 1—Ax
1(t) = u(0)s(t) + Z[u(x+ Ax) —u(x)]s(t — x — Ax)

x=0

Ako se ovaj izraz napiSe u obliku

S u(x+ Ax) —u(x)

i(t) =u(0)s(t)+ -5(t = x— Ax) - Ax
i(1) = u(0)s(r) g; — st —x—Ax)
te pretpostavi da At — 0, vrijedit ¢e
1—Ax 4
7(t) — u(t) Z—>J'---dx ;
x=0 0
u(x+ Ax) —u(x) N du(x) : (- i)
Ax dx

te dobivamo valni oblik odziva i(f) na poticaj u(f) po volji

i(t)=u(0)s(t)+ J. s(t—x)dx “)

0

du(x)
dx

Skokovni odziv s(f) se obi¢no piSe kao
s(t)=f()-S()

gdje je f(t) neprekinuta funkcija definirana na intervalu
—oo <t <oo. U skladu s definicijom jedini¢nog skoka,
skokovni odziv je funkcija definirana od ¢ 2= +0. Izraz (4)
prelazi u oblik

du(x)

«n=mmfm+j

0

fl— ;1240 (9

Ovaj se izraz naziva i Du Hamelov integral. Postoje joS tri
oblika Du Hamelovog integrala. Tako primjerice
parcijalnom integracijom izraza (5) dobivamo

i(t) = u(O) f () +u(x) f(t—x)| + I%u(x)dx

0

odnosno

af (t x)

i(t)= f(O)u (t)+.[ u(x)dx ; t=+40 (6)

Zamjenom varijabli ¢—x=x", te kasnijom ponovnom
zamjenom varijable x* varijablom x , dobivamo iz (5) da
je

i(t) = u(0)f(t)+jd“(’ Y rwde 3 1240 ()

odnosno iz (6)

df (X)

i(r) = f@ﬁ«0+j —xdx ;1240 (8)

Napomene:

a) Ako je poticaj zadan s viSe analitiCkih izraza u raznim
vremenskim intervalima za ¢ = +0, pokazuje se da je
zgodnije koristiti izraze (5) i (6) u kojima se kao nezavisna
varijabla pojavljuje x ane 7 - x.

b) Vaino je uotiti da je x nezavisna varijabla ,
parametar.

at je

Ako u poticaju postoje diskontinuiteti, to se mora
posebno uzeti u obzir pri proracunu. Tako primjerice za
poticaj u(f) prikazan na slici 19.5 vrijedit e sljede¢i izraz
za valni oblik u intervalu ¢, <t <oo :

m»umvm+j f@xﬂxh@)umﬂﬂta

+tJ% du, (x) ¥

(t—x)dx—u,(t,) f(t—=t) ; t=t,

n

wui(t)-ux(tr)

< [[uw

0 t // k 0 t ¢

u1(0)

S1. 19.5 Primjer poticaja s diskontinuitetima.
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19.2 IMPULSNI ODZIV

Impulsni odziv je prisilni odziv mreZe na koju je narinut
poticaj u obliku jedini¢nog impulsa.

19.2.1 Definicija jedini¢nog impulsa (P. A. Dirac)

Jedini¢ni impuls ili Diracova funkcija obicno se
oznaava sa O(¢) i definira se kao

4(1)=0 o Vt#0
€ )
J' Stydi=1 :  Ye>0

Uoc¢imo da J(r) za r = 0, dakle vrijednost jediniénog
impulsa u ishodistu &(0), nije definirana. Jedini¢ni impuls

nije funkcija u klasi€énom smislu.
Funkcija jediniénog skoka S(f) jednaka je integralu
jedini¢nog impulsa, tj.

S@) = jé'(x)dx ; Vtosim za =0
Naime, za ¢ < 0 je ocigledno
'[5(x)dx =0

buduéi daje O(r) =0 za svaki t < 0. Za t > 0 vrijedi da je

fé'(x)dx = fé'(x)dx =1

bududi da je prema (9), uzme li se t = £€> 0, vrijednost tog
integrala jednaka jedinici.
Vrijedi i obrat prethodne tvrdnje: jedini¢ni impuls je
derivacija funkcije jedini¢nog skoka, tj.
ds

o(1) = (10)

§to postaje o€igledno ako se uvede funkcija S(1), dakle

ako je
ds
o(t) =lim—
( ) -0 dt
d_§
o &)
L &
¢ E-0 dt
£ I3 t t

S1.19.6 Uz definiciju jedinicnog impulsa.

Uo¢imo da jediniéni impuls ima dimenziju [s'] za
razliku od funkcije jedinicnog skoka koja je
bezdimenzionalna. Jedini¢ni impuls moZe biti pomaknut
po vremenskoj osi, a takoder posjeduje i svojstvo
uzorkovanja, budu¢i da vrijedi

u(t)= j u(x)8(t—x)dx
0
kako je to pokazano na slici 19.7.

u(x) (o)

L

| t X | t X
a) b)

S119.7 Uz objasnjenje: a) vremenskog pomaka i b) svojstva
uzorkovanja jedini¢nog impulsa.

19.2.2 Konvolucijski integrali

Po analogiji s izrazom (10), tj. da je jedini¢ni impuls
derivacija funkcije jedini¢nog skoka vrijedi i da je
impulsni odziv, ozna¢imo ga sa h(f), derivacija skokovnog
odziva, tj.

ds
h(z) = (11)

Proizlazi da je

ds  df

—+—=S(t
dt dt ®

d
h(t) = E[f(t) NOIENIG!

Jedini¢ni impuls, kako je prije pokazano, slika 19.7,
“vadi” funkcijsku vrijednost od f(#) u trenutku u kojem on
djeluje. U konkretnom slu€aju jedini¢ni impuls djeluje u
trenutku ¢ = 0 pa "vadi" funkcijsku vrijednost od f(r) za
t=0. Zbog toga je
af
h(t) = f(0)O() +E ;0 t240 12)

U izrazu (12) zamijenimo varijablu ¢ sa x, tj.

df (x

hx) = £ O30 + L
dx

a svaku vrijednost poticaja u(f) u trenutku ¢ moZemo,

koriste¢i svojstvo uzorkovanja jedinicnog impulsa napisati

kao

u(t) = ju(t — 0)8(x)dx

0
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(Umjesto pomaka jedini¢nog impulsa za ¢ kao S§to je
prikazano na slici 19.7b, pomakli smo za isti ¢ funkciju
poticaja, $to je ocigledno jednakovrijedno).

Opazamo da se Du Hamelov integral oblika zadanog
izrazom (8) moZe napisati kao

it) = £(0)- ju(t — )80 dx + j%ua —X)dx =

0

= j u(t - x){f(O)é(x) +

0

df(x)} "

dx

Ali, izraz u uglatoj zagradi je impulsni odziv te dobivamo
daje

i) = j o — s (13)
0

odnosno zamjenom varijabli
i(r) = j w(x)h(t — x)dx (14)
0

Integrali (13) i (14) zovu se konvolucijski integrali.
Zakljucujemo:

Ako znamo impulsni odziv A(f) neke mreZze onda
rjeSenjem konvolucijskog integrala dobivamo prisilni
odziv te mreZe na poticaj po volji u(?).

Napomene :

a) U stvarnim mreZama obi¢no je lako snimiti odziv na
istosmjerni poticaj i iz toga odrediti skokovni odziv, tako da
se u praksi CeS¢e koriste Du Hamelovi integrali od
konvolucijskih integrala.

b) Impulsni odziv je teorijski izuzetno vaZan jer se
konvolucijskim integralom postiZze veza izmedu opc¢e analize
linearnih vremenski nepromjenljivih mreza u vremenskom
podrucju s opéom analizom tih istih mreZa u frekvencijskom
podrucju.

Primjer:
Odredite valni oblik struje jednoprilaza za ¢ 2>t , ako je
zadan valni oblik napona narinutog na jednoprilaz, slika

19.8, a impulsni odziv jednoprilaza dan je izrazom

1 1 -
h(l)—}|i§(l)—;e :|

gdje je 7 - vremenska konstanta.

17 3

0 h >[
S1. 19.8 Zadani valni oblik napona poticaja.

Rjesenje:
Iskoristimo integral konvolucije dan izrazom (14).
Proizlazi da za t > ¢, vrijedi

i(t) = ju(x)h(t—x)dpE £§(t—x)dx— .([;e dx

0

Uocimo da je gornja granica integrala ¢, , jer nas interesira

vrijeme od f21¢ kad je poticaj jednak nuli. Takoder,

budu¢i da jedini¢ni impuls J(f—x) u promatranom
primjeru “vadi” svaku funkcijsku vrijednost poticaja iz
t 2t,, to je prvi integral u uglatoj zagradi identicki jednak
nuli, jer je u promatranom intervalu ¢=¢, u(t)=0!

Dakle

t-x 1 t

n, _1=x h
i(t)z—Ejle g dx=£ 1—e? |e * 12
R 07 R

¢ime je zadatak rijeSen. Da smo traZili odziv u intervalu
0 <t <1, konvolucijski integral bi se raunao prema izrazu

i(1)= j u(xX)h(1—x)dx.
0



