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XXIII. PREDAVANJE

Stabilnost kao posljedica pasivnosti mreze. Aktivne linearne vremenski nepromjenljive mreze: mreZe sa zavisnim
izvorima, mreZe s povratnom vezom. Ogranifenost odziva kao uvjet stabilnosti. Stabilnost impulsnog odziva.
Stabilnost slobodnog odziva. Uvjet asimptotske stabilnosti. Stabilnost prisilnog odziva. Polovi funkcije mreZe
unutar lijeve poluravnine ravnine kompleksnih frekvencija. Nuzni i dovoljni uvjeti opstojnosti Hurwitzovog
polinoma. Globalna i lokalna stabilnost. Definicija lokalne stabilnosti. Analiza nelinearnih mreza u okoliSu
ustaljenog stanja. Ljapunovljeva metoda: analiza lineariziranih jednadzbi stanja.

23. STABILNOST

23.1 STABILNE I NESTABILNE MREZE

Pojam stabilnosti intuitivno je jasan. Smatramo da je
neka mreza stabilna ako ograniceni poticaj proizvede u
mrezi ograniceni odziv. 1 bez "Cvrsée" definicije
stabilnosti, ocigledno je, iz elementarnih energetskih
razmatranja, da su sve pasivne mreZe, dakle mreze
karakterizirane R, L, M i C parametrima stabilne. U
protivhom, to bi znacilo da se unutar mreZe, dakle mimo
poticaja, u mreZu dodatno uvodi elektri¢na energija.

Postoje dvije vrlo vazne vrste linearnih vremenski
nepromjenljivih mreZa u kojima ovaj uvjet nije zadovoljen.
To su:

a) mreZe sa zavisnim izvorima, u kojima je dodatno
uvedena elektriCna energija (napajanje) mimo
poticaja nuZzan preduvjet da bi se dijelovi
analizirane mreZe mogli promatrati kao zavisni
izvori, 1

b) mree s povratnom vezom, u kojima se dio
elektricne energije preoblikovane na izlazu mreZe
ponovno uvodi u mreZu kao dio poticaja, slika 23.1.
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S1.23.1 Prikaz u frekvencijskom podrucju jedne od mogucih

varijanti mreZa s povratnom vezom.

Neka su zadane funkcije mreze
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Ulazni signal (poticaj) U,(s) i izlazni signal (odziv) U,(s)
povezani su funkcijom mreze

_Uy(s) K(s)

H(s)= =
Ui(s) 1+ B(s)K(s)

ZakljuCujemo: ako su mreZe karakterizirane funkcijama
mreze K(s) i p(s) stabilne, to ne mora vrijediti za
zajedni¢ku mreZu, buduéi da njenu stabilnost / nestabilnost
odreduju korijeni jednadzbe

1+ B(s)K (5)=0

Naravno da je moguce zamisliti i drukéiju situaciju.
Recimo da je mreza karakterizirana funkcijom mreze K(s)
sama za sebe nestabilna. Potrebno je pronaci takvu mrezu
karakteriziranu funkcijom mreZe f(s) da zajedni¢ka mreZa
postane stabilna!

Zakljucujemo:

a) Sve pasivne mreZe su stabilne. Obrat tvrdnje ne vrijedi.

b) Aktivne mreze mogu biti stabilne, ali i nestabilne.
Tipi¢ni su primjeri aktivnih linearnih vremenski
nepromjenljivih mreZa mreZe sa zavisnim izvorima i
mreze s povratnom vezom.

23.2 UVJETI STABILNOSTI

U nastavku analize razmatrat ¢e se mreZe kojima samo
na jednom prilazu djeluje poticaj. ProSirenje analize na
viSe prilaza na kojima djeluje viSe poticaja je trivijalno
buduéi da zbog linearnosti mreZe vrijedi nacelo
superpozicije.

Neka je r(f) odziv mreZe na poticaj e(f), Mreza je
stabilna ako za zadanu konstantu 0 < E < o postoji neka
druga konstanta 0 < R < o takva da

le|<E = |r()|<R za 0<t<eo (1)

Ovime je ustvari preciznije re€eno da u stabilnoj mreZi
konacni (ograni¢eni) poticaj uzrokuje konacni (ograniceni)
odziv.

S obzirom na tipove poticaja uobiajeno je da se
definiraju tri vrste stabilnosti

a) stabilnost impulsnog odziva; poticaj e(t) = J (¢) je
jedini¢ni impuls,

b) stabilnost slobodnog odziva; poticaj e(f) su naponi na
kapacitetima uc(-0), k=1,2,... 1 struje induktiviteta
ir(-0), k=1,2,..., u pocetnom trenutku,

c) stabilnost prisilnog odziva; poticaj e(f) je neka funkcija
ograni¢ena po iznosu.
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23.2.1 Stabilnost impulsnog odziva

Ocigledno je r(f) = h(f) odnosno u frekvencijskom
podrucju R(s) = H(s)-1. Analiza stabilnosti se svodi na
analizu funkcije mreze H(s) = P(s) / Q(s). Budu¢i da polovi
definiraju valni oblik odziva, kako je to pokazano u
prethodnom poglavlju, to ¢e neka mreza biti stabilna na
poticaj jedini¢nim impulsom ako su
a) polovi pripadne funkcije H(s), tj. korijeni polinoma

Q(s) = 0, svi u lijevoj polovici s-ravnine (lijevoj

poluravnini kompleksnih frekvencija). Nakon prestanka

djelovanja poticaja odziv trne te vrijedi

lim r(£)=0 2)

[—o

b) Ako su polovi imaginarni 6; = 0, oni su ujedno i
konjugirani kako je to objasnjeno u odsjeCku 22.4.
Tada oni moraju biti i jednostruki. Nakon prestanka
djelovanja poticaja vrijedi da je

limr(f)< R<oo 3)

t—>c0

dakle odziv ostaje ograni¢en. Primjer su mreZe u
kojima nema otpora.

23.2.2 Stabilnost slobodnog odziva

U ovom slucaju poticaj u mreZi tvore poetni naponi na
kapacitetima 1 struje induktiviteta. S obzirom na razli€ite
grane mreZe u kojima se nalaze kapaciteti i induktiviteti
odziv ¢e biti jednak zbroju pojedina¢nih odziva, gdje je
svaki pojedinacni odziv u frekvencijskom podrucju
dobiven mnoZenjem napona "naponskog izvora" kapaciteta
ili struje "strujnog izvora" induktiviteta s pripadnom
funkcijom mrezZe.

Uvjeti stabilnosti dani u prethodnom odsjecku vrijede i
za stabilnost slobodnog odziva. Pri tome se uvjet (2)
naziva uvjet asimptotske stabilnosti.

1I(=0)=l,
c :EUO R gL
a)
!
<1\> Cly ==sC []% % = CJD L ‘U(s)
b)

S1.23.2 a) Paralelni RLC-krug.
b) Nadomjesna shema spoja paralelnog RLC-kruga u

frekvencijskom podrucju.

Primjer:

U paralelnom RLC-krugu, slika 23.2, zadani su pocetni
napon na kapacitetu uc(—0) = U, i struja induktiviteta
i(-0) = I,. Parametri R,L i C su pozitivni. Je 1li ovaj krug
asimptotski stabilan?

Rjesenje:
Slobodni odziv dobiva se iz KZS-a,
1 1 I,
sSC+—+—)(s)=CUy——
( R SL) () 0 )

te se dobiva da je

IO
U(s)=LCUws=LL, Vo=
s)= =
L 2 2
LCs2+Es+1 s*+2a5+w,

.. 1 , 1 . e
dje je 2a¢=——, w; =——. Polovi su korijeni jednadzbe
gdje] rC T IC jent j

s> +2as+@; =0

_ 2 2
S, =—0t\a -

i u svakom se slucaju, zbog &> 0, korijeni nalaze u lijevoj
poluravnini kompleksnih frekvencija. Dakle, promatrani
krug je asimptotski stabilan.

dakle

23.2.3 Stabilnost prisilnog odziva

U ovom slucaju poticaj je napon ili struja jednog
nezavisnog izvora koji djeluje na jednom prilazu (ulazu)
"mrtve" mreze. Poticaj, ozna¢imo ga sa e(f), ogranicen je
po iznosu. Odziv je u vremenskom podrucju dan
konvolucijskim integralom (22.2a) a u frekvencijskom
podru¢ju umnoSkom funkcije mreze H(s) i Laplaceovog
transformata poticaja E(s), izraz (22.2b).

Kao i u prethodnim slu¢ajevima polovi funkcije
R(s) = H(s)E(s) definiraju valni oblik odziva i odreduju je
li mreZa stabilna na poticaj e(r). U skladu sa (22.13)
vidimo da stabilnost ovisi o poloZaju polova funkcije
mreze H(s), ali 1 o poloZaju polova funkcije E(s). Za H(s)
smo ve¢ prije u odsjecku 23.2.1 utvrdili uvjete stabilnosti,
a sad dodatno lako zakljuCujemo da isti uvjeti moraju
vrijediti i za polove funkcije E(s) bududi da je ona prema
polaznoj pretpostavki ogranicena, a time i stabilna.

Trajno djelujuéi poticaj uzrokovat ¢e u stabilnoj mreZi
pojavu prijelaznog stanja nakon kojega nastupa ustaljeno
stanje,

lim r(¢) = ustaljeno stanje
t—o0

Ipak postoji jedan slucaj kad ograniceni poticaj u mrezi
s pasivnim elementima moZze proizvesti neogranicen odziv.
To je rezonancija u krugu bez guSenja. PokaZimo to na
primjeru paralelnog LC kruga vlastite frekvencije
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0y =——

na koji je narinut ograniceni poticaj u obliku struje
i=1Isin Wyt

iz nezavisnog strujnog izvora. Impedancija paralelnog LC
kruga je

1 K
Z, - (§)=— =H(s
1e(S) Cs*+w; )

0

Ova funkcija mreZe ima dva pola na j@osi, i to 51 = ja 1
sy=—ja. Prema (21.10), Laplaceov transformat struje je

w,l

‘+o;]

1(s)=

te je napon strujnog izvora, shvaden kao odziv, dan u
frekvencijskom podrucju izrazom

~>

U(S) = ZLC (S)I(S) =Q)Tom
s 0

N

i opazamo da smo dobili dvostruki konjugirani pol na
Jjw-osi. Odziv je neogranicen,

N

w,l
=L U@s)]="Lrsinw, t
u(t) [U(@s)] 2C o

Zbog toga se pri navodenju uvjeta stabilnosti prisilnog
odziva ograni¢avamo na zahtjev da polovi funkcije mreZze
budu unutar lijeve poluravnine kompleksnih funkcija i niti
jedan ne smije biti na j @-osi.

Stabilnost prisilnog odziva ponekad se naziva i BIBO
stabilnost (BIBO-bounded input bounded output).

23.3 HURWITZOV TEST STABILNOSTI
(Hurwitz, 1895.)

Ako je zadana prikladna racionalna funkcija
H(s) = P(s) / Q(s) i ako se Zeli znati je li ona transformat
impulsnog odziva neke stabilne mreZe, nuzno je odrediti
polove funkcije H(s), dakle korijene algebarske jednadZzbe
Q(s) = 0 1 vidjeti jesu li realni dijelovi korijena negativni.
Polinomi Q(s) za koje to vrijedi nazivaju se Hurwitzovi
polinomi. Hurwitz je pokazao da se moZe odrediti jesu li
realni dijelovi korijena jednadzbe Q(s) = 0 negativni bez
faktoriziranja polinoma Q(s)!

Sto znamo o polinomu

Q(s)=bys" +b;s" " +..4b, s+b, ; b,>0  (4)
ako zahtijevamo da svi korijeni budu u lijevoj poluravnini
ravnine kompleksnih frekvencija s = o + jwili eventualno
na jwosi, ali tada samo kao jednostruki korijeni?

U skladu s izloZenim u prethodnom poglavlju znamo da
su
- svi koeficijenti by, by, ... b, pozitivni realni brojevi, i da

- moraju postojati svi clanovi od najviSeg do najnizeg
stupnja, osim ako ne nedostaju ili svi parni ili svi
neparni ¢lanovi polinoma.

Da bi neki polinom bio Hurwitzov polinom ova su dva

uvjeta nuzna, ali ne i dovoljna.

Prema Hurwitzu, prvo treba stvoriti determinantu A, od

koeficijenata polinoma Q(s) na na¢in pokazan izrazom (5).

b, by by by oo 0 0
by b, b, by . 0 0
0 b, by, by by 0 0
0 by b, b, by 0 0
A, =0 0 b by by 0 0 5)
0 0 by b, by 0 0
A L
0 0 b,, 0
0 n—=2 bn

Tada je polinom Q(s) Hurwitzov ako je

A, >0 5 i=12,.n
Pri tome se, primjerice, determinanta A, ; dobiva iz
determinante A, tako da se izbriSu posljednji stupac i

posljednji redak determinante A,. Ovako dobivene
determinante zovu se Hurwitzove determinante.

Primjer:
Ispitati je li polinom Q(s) = s* + 45° + 95> + 85 + 5
Hurwitzov polinom?

Rjesenje:
Proizlazi da je: by=1, b;=4, b,=9, bs=8, bs=5, n=4, te su
Hurwitzove determinante

4800
4 8 0
1950
A= =72050 ; A,=|1 9 5|=144>0
0480
0 4 8
0195
4 8
A, = =28>0 ; A, =4>0
19

Budu¢i da su svi A; > 0, (i = 1,2,3,4), to je zadani
polinom Hurwitzov polinom.

Napomena: Hurwitzov test stabilnosti vrlo je jednostavan, ali
pretpostavlja da je poznat transformat impulsnog
odziva H(s). Ovo Cesto nije slu¢aj. Znatno je cesce
poznata amplitudna ili fazna karakteristika funkcije
H(jw) i to, ili samo pribliZno, ili na osnovi mjerenja.
Tada se koriste drugi testovi, recimo Nyquistov test
stabilnosti, koji je bliZi tehnickim primjenama.
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234 STABILNOST RADNE TOCKE
NELINEARNIH KRUGOVA
(M.A. Ljapunov, 1892.)

Iskaz da ograniceni poticaj uzrokuje ograni¢eni odziv u
nekoj mreZi, iskazan relacijama (1), ¢esto se naziva i iskaz
o globalnoj stabilnosti te mreze.

Moguc¢ je i drugi pristup koji vodi na pojam tzv. lokalne
stabilnosti. Odziv mreze r(t) definirane u intervalu [¢, oo)
lokalno je stabilan ako za svaki &£ > 0, postoji neki &> 0
takav da svaki odziv 7(f) za koji vrijedi da je

|F(ty) = F(ty) 1< &

zadovoljava uvjet
lr(t)y—r(t)l< e

za svaki t > t). Ako to ne vrijedi, odziv mreZe r(¢) je
lokalno nestabilan. Kvalitativno ovo znaci da za bliske
pocetne uvjete u lokalno stabilnoj mreZzi odzivi ostaju
bliski.

Sve $to je prije reCeno za linearne mreze vrijedi i sada.
Jer ako je neka mreZa globalno nestabilna, onda za t — o i
r(f) — oo, a to znaci da ma kako bliske pocetne uvjete uzeli,
za dva nestabilna odziva oni ¢e divergirati i za neki ¢ > 7'
bit ¢e sigurno | r(t) —r(t) > €.

Ovako uveden pojam stabilnosti omogucéuje nam analizu
nelinearnih mreZa u okoliSu ustaljenih stanja.

Pretpostavimo da se neka nelinearna mreZa opisana
diferencijalnom jednadZbom

dr
Z_f(r)

nalazi u ustaljenom stanju. Vrijednost varijable odziva r(f)
u ustaljenom stanju ocigledno je odredena uvjetom

dr
E—f(r)—o

Oznac¢imo tu vrijednost sa ry. Dakle, f(ry) = 0. U trenutku
t = ty zamislimo da se vrijednost varijable r(fy) = ry
promijenila za neku malenu vrijednost py, tj. da je

r(tg)+ po =7(ty)

U mreZi dolazi do promjene stanja opisanog jednadZbom
dr _
B e
A
gdje je nova varijabla odziva
r(t) =r(ty) + p@)

odnosno

dr _d g
d_’;:?l;:f(r0+l7):f("o)+l7f (r) + ..

Zadrzimo li u razvoju funkcije f(p) u Taylorov red samo
prva dva ¢lana, to dobivamo diferencijalnu jednadZbu

d , Oy,
“=pf () > py= pee’ "

odakle ocigledno proizlazi zakljucak da ako je

, < mreZa je lokalno stabilna,
fry) 0 . .
> mreZa je lokalno nestabilna.

Napomene: a) Vidimo da u osnovi izloZene metode leZi
analiza lineariziranih diferencijalnih jednadzbi
mreZe. Linearizacija se provodi u okoliSu radne
tocke (ustaljenog stanja). Radna tocka se naziva
ponekad 1 ravnoteZzna tocka, posebno u
mehanici. Ova se metoda Cesto naziva i
Ljapunovljeva metoda analize stabilnosti.

b) Ako je ustaljeno stanje periodicko, ali
potaknuto periodickim poticajem, postupak
ostaje isti, ali su metode analize stabilnosti bitno
sloZenije. Analiza stabilnosti vodi na analizu
rjeSenja diferencijalne jednadzbe s periodicki
promjenljivim koeficijentima, tzv. Mathieuovu
ili Hillovu diferencijalnu jednadzbu.

c) Lokalna nestabilnost uz globalnu stabilnost
osnovna je znacajka mreZza s kaoti¢nim
ponasanjem.

Primjer :

Za mreZu sheme spoja prema slici 23.3 odredite pod kojim
je uvjetima zajamc¢ena stabilnost radne tocke ako je otpor
R, nelinearan karakteristike iz, = flug,). Ostali elementi
mreZze su linearni.

L

135000

P el []x
|

Sl. 23.3 Zadana shema spoja nelinearnog kruga.

iro=f (urz)

Rjesenje :
JednadZbe stanja mreZe su

=—( i
dl C(L RZ) (6)
d, R, 1 E
dt Lt cL

Mreza je u ustaljenom stanju (ravnoteznoj tocki) kad je

duc_o ) dl;—O

dt dt

te iz jednadZbi stanja (6) proizlaze "koordinate" ravnoteZne
tocke (ustaljenog stanja)
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. _E—uc0 )
lo=——F— >

R, irg = fluco) (7

Pretpostavimo da je mreza izvedena iz ustaljenog stanja.
Uvedimo nove varijable

U =Uco+X 5 ip =i+ €))
pri ¢emu su x i y varijacije varijabli uc 1 i, u okoliSu

(ucos io). Funkciju igy = f{ug,) rastavimo u Taylorov red.
Bududi da je ug, = uc, to mozemo pisati

x2

iy = fluc)=flugy+x) =f(uc0)+)€f/(uco)+ Y f”(uco)"‘---

a prema Ljapunovu uzimamo u obzir samo prva dva c¢lana
reda, tj.

f(”c) = f(”co) + xf,(“co)
Bududi da je

df (uc) _ digy
duc dug,

[lue)=

to je f'(ucy)jednak reciprocnoj vrijednosti dinamickog
otpora Ry, u ravnoteznoj (radnoj) tocki, tj.

, 1
[uce)=——20 : f(uc>zf<uco>+Ri ©)

2d 2d

S obzirom na to da funkcija flug,) nije prethodno
specificirana mogu¢ je bilo koji predznak dinamickog
otpora Ry,.

Uvrste 1i se izrazi (8) i (9) u jednadZbe stanja (6) te
uzevsi u obzir uvjete (7) proizlazi sustav lineariziranih
diferencijalnih jednadzbi

dx 1 1
— == x+—y
dt R,,C c

R
b1, R,

dt C L

Ukloni li se jedna od varijabli, recimo y, dobivamo
diferencijalnu jednadZbu po varijaciji x,

2
d2x+ R, Lyd iRy o o

Ovime se analiza stabilnosti radne toCke zadanog
nelinearnog kruga svela na analizu stabilnosti linearnog
sustava zadanog diferencijalnom jednadzbom (10), dakle
na ispitavanje je li polinom

Q(S) = b0S2 +b1S + b2

R 1 1 R
by=1, b =—t+ . by=—(+——
L R,,C LC Ry,
Hurwitzov polinom ili nije.
U skladu s izrazom (5) proizlazi da je
P L S Ay =|by|=b
2 by by 102 1=1911=6

Radna je tocka stabilna ako je

R R
b1=—1+L>0 ; b2=L(1+—1)>0

L R,,C LC R,
Do nestabilnosti moze do¢i samo ako je dinamicki otpor
negativan, Ry;=—| Ryl

Napomena: Buduéi da Ljapunovljeva metoda vrijedi samo za
ispitivanje stabilnosti i ograni¢ena je na male
varijacije oko toCke ravnoteZe, to se ovom
metodom ne mogu izracunati apsolutne vrijednosti
varijabli stanja.



